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PRZEDMOWA DO WYDANIA I

Podrecznik obejmuje w zasadzie materiat przedmiotu mechanika ogolna prowa-
dzonego w ramach studiow akademickich I stopnia na wydziatach mechanicznych
politechnik, ale moga z niego korzysta¢ studenci innych wydzialow, na ktérych me-
chanika — rowniez w wezszym zakresie — nalezy do przedmiotéw obowiazkowych
lub obieralnych. Prezentowany uktad, tre$¢ i sposéb wylozenia materialu opiera
si¢ na moich doswiadczeniach zwiazanych z prowadzeniem wyktadoéw i ¢wiczen
z zakresu mechaniki na Wydziale Samochodow i Maszyn Roboczych Politechniki
Warszawskiej w latach 1978-2003. Wyktady prowadzone byty zaréwno na jedno-
litych 5-letnich studiach magisterskich, jak réwniez, po reformie systemu studiow
w latach 199699 — na studiach akademickich I i II stopnia.

Warto zaznaczy¢, ze idea wspomnianej reformy studiow bylo migdzy innymi
rozszerzenie wiedzy lezacej u podstaw umiejetnosci rozwiazywania wspolczesnych
problemow technicznych — interdyscyplinarnych, czgsto zawierajacych watki eko-
nomiczne, a niemal zawsze — informatyczne. Przy tym podej$ciu podstawowy kurs
mechaniki ogdlnej na studiach I stopnia nie mégt zostac ,,okrojony” pod wzgledem
tematycznym. Przeciwnie — nalezalo w nim wyeksponowa¢ metody alternatywne,
co najwyzej rezygnujac z metod, ktore utracity znaczenie, oraz czasochtonnych
dowodow 1 wyprowadzen.

Okreslajac zawartos¢ tej ksiazki, przyjatem zasadg petnej odpowiedniosci wy-
ktadu i podrecznika oraz nieumieszczania tematow nieobowiazkowych (czgsto
oznaczanych gwiazdkami), aby nie przeraza¢ Czytelnika sama objetoscia ksiazki,
a zwlaszcza nie zachgca¢ do pomijania fragmentdw tekstu ,,bez szkody” dla zamie-
rzonego efektu koncowego. Wskazuje przy tym mozliwosci i korzy$ci wynikajace
z wychodzenia poza ramy podrecznika w celu poznania innych przyktadow, oswo-
jenia si¢ z innymi oznaczeniami i sposobami wytozenia materialu, a w rezultacie
— nabrania dystansu i uksztattowania wlasnego, krytycznego pogladu na problema-
tyke bedaca przedmiotem studiow.

Literatura obejmujaca podstawy teoretyczne ruchu i réwnowagi ciat statych mo-
delowo traktowanych jako punkty materialne lub bryly sztywne jest bardzo boga-
ta. Wyodrebnia si¢ w niej nurt naukowy, w ktorym na pierwszy plan wysuwa si¢



scistos¢ matematyczna, czystos$¢ teorii i oryginalnos$¢ ujecia ,,z pozostawieniem —
jak pisze Huber [1] — na boku wszelkich zastosowan i zagadnien szczegdétowych”
(na przykfad dzielo Lagrange’a ,,Mechanique Analytique” [2] wydane w Paryzu
w roku 1811 nie zawiera ani jednego rysunku). Drugi nurt w mechanice ma charak-
ter dydaktyczny, w znacznej mierze (jesli nie wylacznie) stuzebny wobec zastoso-
wan technicznych, i jako taki koncentruje si¢ na mozliwie sprawnym przekazaniu
wiedzy i wyéwiczeniu umiejetnosci niezb¢dnych do rozwiazywania problemow
dotyczacych ruchu lub réwnowagi ciat [3]. W tym nurcie znaczna rolg odgrywaja
dylematy metodologiczne, wynikajace np. z mozliwos$ci percepcji poszczegolnych
czesci materialu przy postepujacym rownolegle zaawansowaniu matematycznym,
czy tez ze stosowania (lub niestosowania) szkolnej dydaktycznej zasady ,,0od szcze-
g6hu do ogotu”.

Bogactwo publikacji w zakresie mechaniki ogolnej, zwtaszcza podrgcznikdéw
akademickich, nie znajduje odzwierciedlenia w spisie literatury. Zamieszczone zo-
staty tylko te pozycje, ktore bezposrednio wptynety na tres¢ tej pracy. Podreczniki
[4] 1 [5] pochodza z obszaru amerykanskiego. Umozliwia one zainteresowanemu
Czytelnikowi zapoznanie si¢ z angielskim nazewnictwem w zakresie mechaniki
oraz z nieco odmiennym sposobem prowadzenia wyktadu.

Ksiazke te traktuje jako podstawe wyktadu prowadzonego w sposéb tradycyjny.
Ze $wiadomym ryzykiem, ale i przekonaniem o stusznosci, przyjatem zasadg prze-
chodzenia ,,0d ogétu do szczegdhu”, od ktorej wyjatkiem jest przejscie od punktu
materialnego do bryly, a nie na odwrét. Jest to oczywista logiczna konsekwencja
przejscia od aksjomatéw do praw dowodzonych, i nie powinna budzi¢ zastrzezen.

W podreczniku omawiane sa dzialy mechaniki ogolnej: statyka, kinematyka
i dynamika, co jednak nie stanowi podstawy podziatu przedmiotu na trzy nieza-
lezne czgsci, jak to miato miejsce w dawnych ujeciach (np. [6]). Poszczegolne roz-
dzialy odpowiadaja opisowi ruchu podstawowych modeli uktadéw mechanicznych
— punktu materialnego, uktadu odosobnionych punktow materialnych oraz ciata
sztywnego. Eksponowana jest przy tym jednos¢ trzech podstawowych praw ruchu
tych modeli — praw zmiennos$ci pedu, kretu i energii kinetycznej. Przypadki zacho-
wawcze traktowane sa konsekwentnie jako szczegolne przypadki zmiennosci, a nie
jako zasady.

Rozdzial poswigcony rownowadze uktadow mechanicznych koncentruje si¢
na redukcji uktadu oddziatywah mechanicznych, na warunkach rownowagi, oraz
na zjawiskach zwiazanych z wystgpowaniem tarcia suchego, takich jak obszary
potozen réwnowagi, dwoisto$¢ zaktdcenia rownowagi czy zakleszczanie. Proble-
matyka ta moze by¢ wyktadana przed geometria mas, ktéora wymaga wigkszego
zaawansowania matematycznego w zakresie rachunku catkowego. Ruch ztozony
punktu materialnego zostat potraktowany oddzielnie ze wzgledu na koniecznos¢
wczesniejszego petnego opisu ruchu unoszenia, ktdry nalezy do kinematyki cia-
fa sztywnego. Osobne miejsce zajmuje problematyka zderzen, w ktorej istotna,



wspolna dla punktu materialnego i bryty, role odgrywa hipoteza restytucji normal-
nej — fenomenologiczne prawo wywodzace si¢ spoza mechaniki ogolne;.

Tradycyjnie kursy mechaniki ogolnej wyktadanej porzadkiem geometrycznym
1 oparte na rachunku wektorowym zawieraja elementy mechaniki analitycznej,
przynajmniej w czesci dotyczacej koncepcji przemieszczen i prac wirtualnych
oraz zasady d’Alemberta i rownan Lagrange’a [7]. Ta czes¢ wyktadu wprawdzie
mniej opiera si¢ na intuicji, a bardziej na wywodach teoretycznych, ale ma ogromne
znaczenie praktyczne. Jest bowiem zrodtem zalgorytmizowanych metod budowy
réwnan ruchu uktadéw mechanicznych w mozliwie minimalne;j liczbie i bez ko-
niecznos$ci ich uktadania dla kazdego ciata po myslowym oswobodzeniu go z wig-
z6w. Celem stosunkowo krotkiego przedstawienia elementow mechaniki analitycz-
nej jest, obok wprowadzenia efektywnej metody modelowania matematycznego
uktadow mechanicznych, poroéwnanie dwoch roznych podej$¢ do konstrukeji tych
samych w rezultacie rownan — metody opartej na ogdlnym rownaniu mechaniki
(zasada d’Alemberta) oraz metody zwiazanej z rownaniami Lagrange’a Il rodza-
ju. Rola tego rozdziatu jest réwniez rozbudzenie zainteresowania alternatywnymi
podejsciami do opisu ruchu, analizg ich przydatnosci i efektywnosci, z czego po-
winna wynika¢ umiejetno$¢ stosowania odpowiednich narzedzi matematycznych
1 numerycznych w rozwiazywaniu konkretnych probleméw w technice. Wyktad
mechaniki analitycznej zawiera podrgcznik [8].

Na tre$¢ ksiazki znaczacy wpltyw wywarli moi nauczyciele 1 wspotpracownicy
w Instytucie Podstaw Budowy Maszyn Politechniki Warszawskiej — profesor Zbi-
gniew Osinski i profesor Andrzej Tylikowski. Zaznaczam to z wdzigcznoscia i sa-
tysfakcja.

Serdeczne podzigkowania sktadam pani Matgorzacie Sadkowskiej za przy-
gotowanie tekstu w postaci elektroniczne;.

Warszawa, marzec 2005 r. Autor
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Rozdziat 1
WIADOMOSCI WSTEPNE

Ruch jest przyczynq wszelkiego zZycia

Leonardo da Vinci

1.1. ISTOTA I PRZEDMIOT MECHANIKI

Stowo mechanika pochodzi z jezyka greckiego, podobnie jak terminy me-
chanizm 1 maszyna, uzywane do okreslenia wytworzonych przez cztowieka urza-
dzen, ktérych dziatanie opiera si¢ na ruchu.

Mechanika jest nauka o ruchu ciat materialnych, przy czym ciata te moga mie¢
rozny stan skupienia (ciata stale i ptyny), rézne wlasciwosci fizyczne (np. ciata
stale sprezyste i plastyczne) lub r6zne cechy modelowe (np. ciata idealnie sztyw-
ne i ciala odksztatcalne, ciala o ciaglym makroskopowo rozkladzie masy i ciata
0 masie skupionej). Przedmiotem mechaniki (bez dodatkowego przymiotnika) sa
matematycznie wyrazone prawa ruchu ciat materialnych, niezaleznie od ich ro-
dzaju 1 wlasciwosci. Mechanika z odpowiednim przymiotnikiem zawe¢zajacym
oznacza cze$¢ lub gataz mechaniki odnoszaca si¢ do specyficznych ciat i ich wia-
sciwosci lub tez do ujecia praw ruchu i zastosowanego aparatu matematycznego.
Klasyfikacje¢ mechaniki znajdzie Czytelnik na nastgpnych stronach. Pozwala ona
usytuowac¢ niniejszy wyktad mechaniki ogdlnej wsrod pokrewnych przedmiotow
kierunkowych, pokaza¢ zwiazki migdzy nimi i lepiej zrozumie¢ ich zawartos¢
tematyczna.

Szczegdlnym przypadkiem ruchu jest bezruch, zatem w zakres mechaniki
wchodzi rowniez badanie stanow réwnowagi, czyli spoczynku cial materialnych,
bez wzgledu na ich wlasciwosci naturalne lub modelowe.

1.2. MECHANIKA KLASYCZNA A MECHANIKA RELATYWISTYCZNA
Z ruchem dowolnego ciata materialnego wiaza si¢ nierozerwalnie pojecia prze-

strzeni, w ktorej ciato przyjmuje rézne potozenia, czasu, ktory uptywa i okresla
kolejne potozenia w przestrzeni, oraz uktadu odniesienia, bez ktérego odréznienie
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poszczegdlnych potozen ciala w przestrzeni, podobnie jak opis ruchu, nie bytoby

mozliwe.

Istnienie uktadu odniesienia wymaga istnienia drugiego ciata w rozpatrywa-
nej przestrzeni. Ruch jednego ciata opisywany jest w czasie i przestrzeni zawsze
wzgledem innego ciata, z ktorym zwiazany jest uktad odniesienia. Uktadéw od-
niesienia moze by¢ zatem bardzo wiele i sprawa umowna jest, z jakiego punktu
widzenia (odniesienia) obserwujemy i opisujemy ruch.

Bardzo wazna cecha kazdego ukladu odniesienia, zwykle utozsamianego
z ciatlem sztywnym (w postaci np. prostokatnego uktadu osi wspoirzednych), jest
jego wilasny ruch wzgledem innego uktadu odniesienia. Latwo wyobrazi¢ sobie
caly ciag uktadéw odniesienia dla cztowieka poruszajacego si¢ np. na poktadzie
stacji orbitalnej. Stacja jest uktadem odniesienia dla astronauty, Ziemia jest ukta-
dem odniesienia dla stacji, Ziemia porusza si¢ wzgledem Stonca, Stonce wzgle-
dem swej galaktyki itd. Nie ma mozliwosci (w obecnym stanie wiedzy) okreslenia
absolutnego, koncowego i nieruchomego uktadu odniesienia. Ruch ktéregos z ko-
lei uktadu odniesienia mozna uzna¢ za praktycznie nieistotny i zaniedbac go, co
doprowadzi do okreslenia (umownie) nieruchomego uktadu odniesienia dla roz-
patrywanego ruchu. Ze wzgledu na opis ruchu niezwykle wazna jest nastgpujaca
klasyfikacja uktadow odniesienia:

1) uktady nieruchome,

2) uktady poruszajace si¢ ruchem postgpowym prostoliniowym ze stala pred-
koscia (jest to ruch ciata sztywnego, w ktérym wszystkie punkty maja taka
sama predkosc 1 predkosé ta nie zmienia si¢ w czasie),

3) uktady poruszajace si¢ w inny sposob niz ten, ktory zostat okreslony w punk-
cie 2 (wystarczy np. zmiana predkosci w czasie lub zréznicowanie predkosci
poszczegdlnych punktdow, co oznacza obrét uktadu odniesienia).

Uktady wymienione w punktach 1 i 2 tacznie nazywaja si¢ uktadami iner-
cjalnymi lub uktadami Galileusza. Réwnania dynamiki dowolnego ciata w tych
uktadach sa identyczne (rownania dynamiki zostana oczywiscie okreslone w dal-
szej cze$ci podrgeznika, tu wystarczy skojarzenie ze znanym ze szkolnego kursu
fizyki Il prawem Newtona).

Kazdy uktad odniesienia, ktory wzgledem wybranego uktadu inercjalnego po-
rusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym (tzn. wszystkie jego punkty maja
stalg i jednakowa predkosc), tez jest uktadem inercjalnym. Uktady wymienione
w punkcie 3 powyzszej klasyfikacji nazywaja si¢ uktadami nieinercjalnymi. Row-
nania dynamiki w uktadach inercjalnych i nieinercjalnych sa odmienne.

Skupmy teraz uwagg na mozliwosci obserwacji ruchu pewnego ciata w dwoch
roznych uktadach inercjalnych. Niech obserwowane ciato bgdzie punktem mate-
rialnym, a uktady inercjalne — dwoma uktadami wspotrzednych prostokatnych,
z ktorych jeden Oxyz jest nieruchomy, a drugi Ox'y’z’ porusza si¢ wzgledem
pierwszego ze stala predkoscia v wzdhuz umownie wybranej osi Ox.
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Jak wiadomo (nawet z najprostszego do$wiadczenia), rozne wielkosci me-
chaniczne moga przedstawia¢ si¢ réznie w obu uktadach inercjalnych. Wielkos$ci
takie nazywamy wzglednymi, natomiast te, ktore jednakowo przedstawiaja si¢
w roznych uktadach inercjalnych, nazywamy wielkosciami absolutnymi lub bez-
wzglednymi. O tym, jaki jest zbidr wielkosci absolutnych dla dwdch uktadow
inercjalnych, decyduje obowiazujaca dla nich transformacja czasoprzestrzeni,
ktora stanowi zwigzek miedzy wspdtrzednymi punktu w obu uktadach, a tak-
ze odzwierciedla relacje czasu odmierzanego niezaleznie w kazdym z uktadéw.
Wiasnie transformacja czasoprzestrzeni stanowi o tym, czy mamy do czynienia
z mechanika klasyczna, mechanika relatywistyczna, czy tez jeszcze inng mecha-
nika, ktéra mozemy sobie wyobrazic.

Skoncentrujemy si¢ na odréznieniu mechaniki klasycznej, zwanej tez me-
chanika Newtona, od mechaniki relatywistycznej, ktora wiazemy z Einsteinem.
Transformacja czasoprzestrzeni w mechanice klasycznej nosi nazwe transforma-
c¢ji Galileusza, a w mechanice relatywistycznej — transformacji Lorentza.

z z'
(x ¥ 2)
L ixyz)

XI

>

vt

Rys. 1.1. Ruch uktadu inercjalnego wzglgdem uktadu nieruchomego (do sformutowania transformacji
czasoprzestrzeni)

Zatézmy, ze uktad prostokatny Ox'y’z" porusza sie ze stata predkoscia v wzgle-
dem uktadu nieruchomego Oxyz, wzdtuz osi Ox (rys. 1.1). Dowolny punkt P ma
w obu uktadach wspétrzedne prostokatne (x, y, z) w chwili ¢ wedlug czasu od-
mierzanego w ukladzie nieruchomym oraz wspotrzedne (x’, y’,z’) w chwili ¢/
zgodnie z czasem odmierzanym w uktadzie ruchomym. W tab. 1.1 zamieszczo-
no transformacje Galileusza i Lorentza oraz przyktadowe wielkosci absolutne
1 wzgledne w odpowiadajacych tym transformacjom mechanikach — klasycznej
i relatywistyczne;.

Zauwazmy, ze mechanika Einsteina jest uogolnieniem mechaniki Newtona
i prowadzi do nieosiagalnych w mechanice klasycznej rezultatow w przypadku,
kiedy stosunek predkosci uktadu ruchomego do predkosci $wiatla przestaje by¢ po-
mijalnie maty. Oznacza to, ze mechanika klasyczna nie utracita aktualnosci, a tylko
ograniczony zostat zakres jej wykorzystania. W zagadnieniach technicznych doty-
czacych budowy maszyn i pojazdow stosowanie mechaniki klasycznej jest zupetnie
wystarczajace.
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Tabela 1.1
Wielkosci absolutne i wzgledne oraz transformacja czasoprzestrzeni w mechanice klasycznej i rela-

tywistycznej
Wielkosci fizyczne Mechanika klasyczna Mechanika relatywistyczna
Transformacja czasoprze- Galileusza Lorentza
strzeni wg rys. 1.1 = x— ot R
X =
! _ 2
y =y 1-v
2
2=z ¢
J=y V'=y
! _
z =z
v
t 7x
f—__c¢
UZ
==
c
Wielkosci absolutne przyspieszenie, ’s,i’ra, O.dStQp €2 | predkosé $wiatta w prozni
su, masa, dlugos¢ odcinka
Wielkosci wzglgdne predkos¢, ped, kret, energia | predkos¢, przyspieszenie, sifa,
kinetyczna masa, energia kinetyczna, odstgp
czasu, dlugo$¢ odcinka

1.3. KLASYFIKACJA GALEZI MECHANIKI

Mechanika jest czg$cia fizyki. Jako nauka o ruchu zajmuje szczeg6élne miejsce,
poniewaz ruch jest najprostszym i najczgstszym zjawiskiem w przyrodzie. Szcze-
goblna pozycja mechaniki wynika rowniez z uwarunkowan historycznych, ponie-
waz czlowiek najwcze$niej skojarzyt i probowat opisywa¢ wzajemne relacje zja-
wisk zwiazanych z dziataniem sit 1 z ruchem.

Schemat klasyfikacji wewngtrznej mechaniki przedstawionej na rys. 1.2 pozwo-
li Czytelnikowi zorientowac si¢ w usytuowaniu mechaniki ogdlnej wsrod innych
gatezi mechaniki.

Nalezy zaznaczy¢, ze podziat wewngtrzny mechaniki ma w duzej mierze cha-
rakter umowny i czgsto mechanicy w rozny sposob rozumieja jej poszczegolne ga-
Iezie. Na przyktad, przez mechanikg teoretyczna najczgsciej rozumie si¢ mechanike
opisujaca prawa ruchu cial nieodksztatcalnych i operujaca modelami tych ciat w po-
staci punktu materialnego, uktadu punktéw materialnych oraz bryty, przy czym za
podstawowe uwaza si¢ ujgcie analityczne. W niektorych podrgcznikach mechanika
teoretyczna utozsamiana jest z mechanika ogo6lna. Maksymilian T. Huber [1] do
mechaniki teoretycznej, obok praw ruchu modeli ciat nieodksztatcalnych, zalicza
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réwniez opis ruchu kontinuum odksztatcalnego, rozumianego jako zbidr punktow
materialnych o ciaglym rozkltadzie masy.

FIZYKA
‘ ‘ Mechanika
‘ ‘ ‘ Mechanika ‘ ‘ ‘ stosowana
I ——— e w\
Mechanika ciat | | Mechanika ciat |
nieodksztatcalnych| | odksztatcalnych |
! I
‘ ‘ |
! I
! I
| | | ;
} Mechanika osrodkow Mechanika osrodkow !
} ciggtych nieciggtych }
|
| | 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,, ! |
e | | 1
I | Mechanika | |Mechanika| | | | Wytrzymato$c Reologia Dynamika osrodkéw | |Mechanika|
| | analityczna ogéina | | | | materiatow ciagtych ptynow | |
I P! I
[ |
Mechanika /
teoretyczna Mechanika
techniczna

Rys. 1.2. Klasyfikacja wewngtrzna mechaniki

W tym podrgczniku mechanika ogolna jest czgscia mechaniki teoretycznej, za-
wierajaca niezbedne elementy ujecia analitycznego, ale koncentrujaca sig na wek-
torowym opisie praw ruchu i rownowagi modelowych cial sztywnych.

1.4. RYS HISTORYCZNY

Wykorzystywanie przez cztowieka praw mechaniki (niepisanych) sigga czaséw
zamierzchltych. Nie wiemy, kiedy po raz pierwszy uzyto klina, dzwigni, rolki lub
réowni pochylej. Wiadomo jednak, ze juz kilka tysigcy lat przed nasza era prowa-
dzono prace budowlane na duza skale (piramidy egipskie), ktore wymagaty zdolno-
$ci transportowych, podnoszenia i obrabiania blokéw skalnych i pni drzew. Umie-
jetnosci dawnych budowniczych §wiadcza o rozumieniu przez nich podstawowych
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praw mechaniki, w tym réwniez wytrzymato$ci materiatdw, chocby rozumienie to
bylo tylko kojarzeniem obserwowanych do§wiadczen.

Historia mechaniki moze by¢ pasjonujaca sama w sobie, dlatego zachgcam
Czytelnika do siggnigcia do wiasciwej literatury [9], tu podajac w encyklope-
dycznym skrocie jedynie kilkana$cie nazwisk i okresow, z ktérymi wiazemy istot-
ne osiagnigcia w mechanice teoretycznej i stosowane;.
ok. 350 . p.n.e. —Arystoteles — pierwsze pisane prace w zakresie mechaniki
ok. 250 r. p.n.e. — Archimedes — wprowadzenie pojgcia dzwigni, srodka masy cia-

ta, wyporu hydrostatycznego

II'w.n.e. — Ptolemeusz — ruch ciat niebieskich, system geocentryczny,

XV w. — Leonardo da Vinci — pierwsze prace z zakresu wytrzymatos$ci
materiatow, pomiary doswiadczalne w mechanice

XVIw. — Simon Stevin — wprowadzenie pojecia momentu sity, sumowa-
nie sit o kierunkach prostopadtych

I pot. XVII w. — Galileusz — wprowadzenie pojgcia przyspieszenia, eks-

perymenty w polu grawitacyjnym

I pot. XVII w. — Kartezjusz — wprowadzenie prostokatnego uktadu wspotrzed-
nych do rozwiazywania zadan statyki

II pot. XVII w. —Isaak Newton — wprowadzenie pojgcia masy jako miary bez-
wladnosci, sformulowanie podstawowych praw mechaniki,
wprowadzenie i zastosowanie rachunku rézniczkowego do opi-
su ruchu

II pot. XVIII w. — Leonard Euler, Jean le Rond d’ Alembert, Joseph Luis Lagrange
— mechanika analityczna, zasady wariacyjne mechaniki

I pot. XIX w. —Georg D.A. Ritter, Karl Culmann, Luigi Cremona — wy-
znaczanie sit w kratownicach

poczatek XX w. — Albert Einstein — mechanika relatywistyczna, Maksymilian
T. Huber — hipoteza wytgzenia materiatu w ogolnym stanie na-
prezenia, wytrzymatos¢ ciat anizotropowych

I pot. XX w.  — Stefan Banach — rozwinigcie metod wariacyjnych w mechanice
analitycznej

Druga potowa XX wieku to przede wszystkim rozwdj mechaniki stosowanej —
teorii drgan i statecznos$ci ruchu, niespr¢zystych wlasciwosci materiatlow, badania
sprzgzen elektromagnetomechanicznych, zastosowania materiatdw nowej genera-
cji, w tym kompozytow i materialow aktywnych.

Na poczatku XXI wieku zainteresowania mechanikéw koncentruja si¢ wokot
uktadow ,,inteligentnych”, adaptujacych si¢ do warunkow pracy, na nowych mate-
riatach, w tym kompozytowych i gradientowych, oraz na uktadach mechatronicz-
nych, ktorych koncepcja i dzialanie wymagaja podejscia interdyscyplinarnego,
obejmujacego mechanike, elektronike, informatyke i automatyke.

16



Rozdziat 6
DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

6.1. WPROWADZENIE DO DYNAMIKI

Dynamika dotyczy zwiazkow przyczynowo-skutkowych migdzy oddziatywa-
niami mechanicznymi i ruchem ciat poddanych tym oddzialywaniom. Mozna po-
wiedzie¢, ze dynamika jest zasadnicza czg$cia mechaniki, a wszystko co nie jest
dynamika, jest wobec dynamiki pomocnicze lub z niej wynika.

W tej czgsci wykladu zajmiemy si¢ dynamika punktu materialnego. Bedzie to
pierwszy, ale bardzo wazny krok na drodze do dynamiki uktadu punktéw material-
nych, ciala sztywnego oraz uktadow mechanicznych sktadajacych si¢ z punktow
materialnych i bryt.

Przypomnijmy, ze punkt materialny jest modelowym ciatem utozsamianym
z punktem geometrycznym, w ktorym skupiona jest materia o skonczonej masie.
Mowiac o ruchu punktu materialnego, niekoniecznie myslimy o ciele, ktére ma
nieskonczenie mate wymiary w przestrzeni. Czgsto za punkt materialny uwazamy
ogromne rozmiarami ciato, jak np. Ziemig czy Stonce. Jakie zatem jest kryterium
modelowania ciata za pomoca punktu materialnego? Tym kryterium jest dopuszczal-
nos¢ pominigcia efektéw zwiazanych z obrotem ciata majacego skonczone wymiary.
To samo ciato w jednym zagadnieniu dynamicznym moze by¢ traktowane jako punkt
materialny, w innym takie modelowanie byloby niedopuszczalnym uproszczeniem.
Jesli na przyktad badane sa whasciwosci trakcyjne lokomotywy, to wystarczy ja po-
traktowa¢ jako punkt materialny, jesli natomiast interesuje nas ruch lokomotywy po
wykolejeniu si¢ z toru, konieczne jest przyjecie modelu w postaci bryly sztywne;.

Tak wigc, problem modelowania poruszajacego si¢ ciata jest bardzo wazny
i od niego zalezy, jakie prawa mechaniki nalezy zastosowaé, aby zbada¢ ruch,
uwzgledniajac wszystkie istotne jego wlasciwosci.

W dalszym ciagu begdziemy si¢ koncentrowa¢ na prawach dynamiki punktu
materialnego przyjmujac, ze modelowanie poruszajacego sig ciata zostato prze-
prowadzone poprawnie.

W kinematyce punktu nie wystepuje pojecie obrotu, zatem potozenie punktu
w przestrzeni jest jednoznacznie okreslone przez jego wektor wodzacy. Oddzia-
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lywaniami mechanicznymi odpowiadajacymi punktowi materialnemu sa sity two-
rzace uktad zbiezny. Przypomnijmy, ze w aksjomatach mechaniki (rozdz. 1.5) do
oddzialywan mechanicznych zaliczyliSmy rowniez momenty swobodne, ktore
jednak dotycza ciat sztywnych 1 wiaza si¢ z problemem redukcji oddzialywan
mechanicznych w przypadku bryty.

UWAGA

Jesli za pomoca punktu materialnego modelowane jest ciato o skonczonych wy-
miarach, na ktore dziata uktad sit niezbieznych, to zbiezno$¢ sit mozna uzyskac prze-
noszac rownolegle wszystkie sity do §rodka masy ciata. W $cistym zwiazku z takim
dziataniem jest prawo ruchu srodka masy bryly, o ktérym bedzie mowa w rozdz. 10.

W dynamice punktu materialnego sumowanie geometryczne sit dziatajacych
na punkt jest zawsze mozliwe, a skutek sumy sit jest odpowiednia suma skutkow
wywolywanych przez kazda sitg z osobna.

6.2. DYNAMIKA SWOBODNEGO PUNKTU MATERIALNEGO

Punkt materialny nazywamy swobodnym, jesli jego ruchu w przestrzeni nie
krgpuja Zzadne ograniczenia. Jesli istnieje jakiekolwiek ograniczenie nalozone na
ruch, to punkt nazywamy nieswobodnym. Ewentualne ograniczenia ruchu punk-
tu, zwane wigzami, omowimy w nast¢gpnym podrozdziale.

Wektorowe rownanie ruchu swobodnego punktu materialnego wynika bezpo-
srednio z II prawa Newtona, a wigc z aksjomatow mechaniki klasycznej (patrz
rozdziat 1 — Wiadomosci wstepne). Rownanie to ma postac

mp=F, (6.1)
gdzie m jest masa punktu materialnego, p wektorem przyspieszenia, a £ ozna-
cza sumg geometryczng wszystkich sit dziatajacych na punkt

F= ZF . (6.2)
i=1

Dekompozycja wektora F' na jego sktadowe 17“1 ma swoje podloze fizyczne.
Sity F“l moga mie¢ rézne pochodzenie (sity napgdowe, opory ruchu etc.) i w kon-
sekwencji w rozny sposob wptywac na ruch.

Réwnanie ruchu moze by¢ rzutowane na osie dowolnego ukladu wspot-
rzednych. Sposrod wielu mozliwych uktadow wymienmy trzy, o ktorych byta
roOwniez mowa w kinematyce punktu (rozdz. 5).

W uktadzie kartezjanskim nieruchomym wektory sily i przyspieszenia maja
wspohzedne odpowiednio p=|[%,7,%], F =F [Fx,Fy,Fz] , zatem rownanie wek-
torowe (6.1) mozna przedstawi¢ w postaci trzech réwnan skalarnych:

mi=F

x? z

my=F, mi=F,. (6.3)
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W uktadzie osi prostokatnych zwigzanych ze wspohrzednymi walcowymi
(p»7,2) przyspieszenie ma wspolrzedne p[p,,p,,p.| (5.26), a skalarne row-
nania ruchu maja postac:

m(p—pgt)=F,,  mpp+2pP)=F., mE=F, (64
gdzie kierunki p i 7 oznaczaja odpowiednio kierunek radialny i transwersalny,
z — kierunek pokrywajacy si¢ z osia Oz uktadu kartezjanskiego.

W uktadzie prostokatnych osi odpowiadajacych kierunkom naturalnym (stycz-
na do toru, normalna gtéwna do toru, binormalna) przyspieszenie ma wspoirzedne

- dv v?
p=p E 7 ,0/, a rbwnania ruchu przyjmuja postac:
du v’
=F, m—=F,, 0=F,. 6.5
m—-=k R b (6.5)

Widzimy wigc, ze w ruchu punktu swobodnego wektor sity lezy zawsze
w plaszczyznie $cisle stycznej do toru.
Niezaleznie od wyboru uktadu wspotrzednych, rownanie ruchu (6.1) mozna
rozpatrywac¢ z dwoch punktow widzenia:
a) Zadany jest ruch, tzn. zadana jest funkcja promienia wodzacego 7 =7 (¢) ; row-
nanie ruchu (6.1) stuzy wowczas do wyznaczenia sity F powodujacej ruch
_ d2*
F= dt (6.6)
Tak sformutowane zagadnienie nosi nazwe pierwszego zadania dynamiki punktu.
b) Zadana jest sita F, a rownanie ruchu (6.1) jest réwnaniem rozniczkowym
z niewiadoma funkcja ¥ =7 (t)
dz*
dt

Aby rozwiazanie 7(¢) bylo jednoznaczne, do powyzszego réwnania nalezy dota-
czy¢ warunki poczatkowe, ktore w formie wektorowej maja postac:

F0)=r. di(O) By 6.7)

*ljl

gdzie 7 1 U, sa zadanymi wektorami polozema i predkos$ci poczatkowe;.

Tak postawione zagadnienie nazywa si¢ drugim zadaniem dynamiki (poréwnaj

zadawanie ruchu w kinematyce punktu sposobem prostym i odwrotnym).
Zastanowmy sig teraz, od czego moze zaleze¢ wektor sity F dziatajacej na

punkt materialny w czasie jego ruchu. Wyodrebnimy trzy przypadki:

— sita zalezna od polozenia punktu F = F(¥),

— sifa zalezna od predkosci punktu F=F(©),

— sila zalezna od czasu F = F(¢).

W kazdym z wymienionych przypadkow sita ma inne pochodzenie fizyczne.
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